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KATA PENGANTAR PENERBIT 


Buku merupakan produk kultural yang selalu digunakan untuk mengukur 
kemajuan peradaban sebuah bangsa. Semakin banyak dan bermutu buku 
yang diterbitkan, semakin maju pulalah peradaban bangsa itu. 

Perbandingan statistik situasi perbukuan di tanah air dengan 
negara-negara tetangga tahun 2015 menunjukkan fakta yang 
memprihatinkan. Dalam satu tahun, jumlah buku yang diterbitkan di 
Indonesia yang berpenduduk 249,9 juta jiwa baru sekitar 8.000 judul. 
Bandingkan misalnya dengan Malaysia yang mampu menerbitkan buku 
dengan jumlah yang serupa dalam satu tahun, padahal jumlah 
penduduknya hanya 27 juta, tidak sampai seperempat jumlah penduduk 
Indonesia. Vietnam yang baru menata negaranya setelah pendudukan 
Amerika, sudah mampu menghasilkan hampir dua kali lipat, yaitu 15.000 
judul buku per tahun untuk penduduknya yang hanya sekitar 80 juta jiwa. 
Jepang yang jumlah penduduknya 129 juta menerbitkan tidak kurang dari 
60.000 judul buku setiap tahunnya, sedangkan angka penerbitan buku di 
Inggris yang jumlah penduduknya 54,01 juta jiwa sangat fantastis. Inggris 
merupakan produsen buku terbanyak di dunia. Setiap tahunnya buku 
yang diterbitkan di Inggris bisa mencapai 110.155 judul. 

Untuk negara-negara berkembang seperti Indonesia, program 
UNESCO, menetapkan 50 judul buku untuk dibaca per-satu juta 
penduduk, sedangkan untuk negara maju, sedikitnya 500 judul buku 
untuk dibaca oleh per-satu juta penduduknya. Capaian Indonesia masih 
jauh di bawah standar tersebut. 

Gambaran di atas hanya memperlihatkan segi kuantitas dan belum 
mencakup kualitas buku yang diterbitkan. Laporan IKAPI menyebutkan 
bahwa dari segi mutu, banyak buku yang diterbitkan berasal dari 
kumpulan tulisan yang sudah dipublikasikan, dan belum didasarkan hasil 
penelitian yang utuh. Laporan itu juga menunjukkan bahwa penghargaan 
sosial dan ekonomi bagi para penulis di Indonesia masih jauh dari layak. 
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Jaminan perlindungan hak cipta kita masih rendah karena pembajakan 
dan fotokopi buku masih dianggap hal yang lumrah. 

Tentu diperlukan sebuah upaya dan gerakan nasional untuk 
memperbaiki kondisi perbukuan di Indonesia. Sanata Dharma University 
Press (SDUP) selaku anggota dan pengurus Asosiasi Penerbit 
PerguruanTinggi Indonesia (APPTI) turut serta dalam gerakan nasional 
yang bertujuan memperkuat industri penerbitan buku dan membuat 
berbagai regulasi yang menguntungkan bagi penerbitan perguruan tinggi 
di tanah air. Sudah disadari bahwa buku merupakan salah satu barometer 
dan tolok ukur utama dalam menilai pergulatan akademik sebuah 
lembaga pendidikan tinggi. Buku-buku ilmiah terbitan berbagai 
perguruan tinggi ternama di Amerika Serikat dan Eropa, seperti Oxford, 
Cambridge, Massachusets, dan Harvard seringkali diburu para ilmuwan 
dunia dan menjadi kiblat perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi 
dunia. Karena itu, salah satu strategi meningkatkan daya saing perguruan 
tinggi adalah melalui peningkatan kualitas dan kuantitas publikasi ilmiah 
melalui lembaga penerbitan perguruan tinggi. 

Dalam lingkup internal kampus, Sanata Dharma University Press 
mengupayakan peningkatan kualitas dan kuantitas penerbitan buku-buku 
ilmiah, baik buku teks maupun buku ajar. Fakta menunjukkan bahwa 
jumlah buku yang ditulis dosen masih jauh dari memadai. Baru ada 
sekitar 940 dosen dari sekitar 351 dosen tetap yang telah menerbitkan 
bukunya sendiri. Karena itu, pada tahun 2015 SDUP bekerjasama dengan 
LPPM menyelenggarakan program Hibah Penulisan Buku Teks. Bagi 
masyarakat dan dunia pendidikan, buku yang dihasilkan melalui program 
ini diharapkan dapat menjadi referensi dan sarana belajar. Diharapkan 
pemanfaatan buku-buku ini bisa menjangkau seluruh tanah air, bahkan 
bisa lebih luas sampai ke dunia internasional. 

Sanata Dharma University Press dengan bangga menerbitkan Seri 
Penerbitan Buku Teks USD. Serial buku teks yang diterbitkan tahun 2016 
ini terdiri dari 12 buah buku. Sanata Dharma University Press 
mengucapkan terima kasih dan memberikan penghargaan yang tinggi 
kepada para penulis buku ini beserta reviwer-nya masing-masing. 

Serial Buku Teks USD 2016 adalah sebagai berikut. Kalkulus 
Differensial oleh Herry Pribawanto Suryawan, Aljabar Max-Plus oleh 
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Marcellinus Andy Rudhito, English Grammar for University Students 
oleh Harris Hermansyah Setiajid, Understanding Indonesian Plays: 
Wayang and Brechtian Strategy as Seen in Arifin C. Noer's Work oleh 
Antonius Herujiyanto, Evaluasi Pembelajaran oleh Sebastianus 
Widanarto Prijowuntanto, Translation: From Theory to Practice oleh 
Laurentia Sumarni, Words Wonder: Beginner 's Guide to Literature oleh 
Novita Dewi:, Logika: Ilmu Berpikir Lurus oleh Y. B. Adimassana, 
Pengantar Bahasa Pemrograman Java oleh Johanes Eka Priyatma, Self 
Regulated Learning Konsep, Implikasi, dan Tantangannya bagi Siswa di 
Indonesia oleh Titik Kristiyani, Hipertensi Case-Based Learning oleh 
Rita Suhadi dkk. dan Pengantar Fisika Zat Padat oleh Vet. Asan 
Damanik. 

Kepala Sanata Dharma University Press mengucapkan terima kasih 
kepada pimpinan Universitas Sanata Dharma dan Ketua LPPM yang 
mendukung dan memfasilitasi Program Hibah Buku Teks 2015. Terima 
kasih dan penghargaan yang tinggi disampaikan kepada Maria Dwi Budi 
Jumpowati, Veronika Margiyanti, dan Thomas A. Hermawan Martanto 
yang bekerja keras dalam penyelenggaraan Hibah Buku Teks 2015 
sampai dengan penerbitan serial buku teks ini. 

Kita tetap mendorong dan mengupayakan agar lebih banyak lagi 
dosen Universitas Sanata Dharma yang menerbitkan buku-bukunya, baik 
melalui Sanata Dharma University Press maupun penerbit komersial 
lainnya. Terbitan-terbitan itu tentu saja memberikan kontribusi kepada 
Universitas Sanata Dharma dalam misi besarnya mewujudkan masyarakat 
Indonesia yang semakin bermartabat di antara bangsa-bangsa. 
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PRAKATA 


Aljabar max-plus merupakan suatu struktur aljabar di mana himpunan 
semua bilangan real R UV f—c! dilengkapi dengan operasi max 
(maksimum) dan plus (penjumlahan). Aljabar ini berawal tahun 70an, 
tetapi baru berkembang dengan pesat sekitar tahun 90an. Permasalahan- 
permasalahan dalam jaringan (teori graf) yang terutama terkait dengan 
masalah sinkronisasi dapat dimodelkan dan diselesaikan dengan baik 
dengan aljabar max-plus. Permasalahan itu yang dengan menggunakan 
matematika biasa berupa model matematika yang nonlinear, dengan 
menggunakan aljabar max-plus ini dapat berupa model yang linear dalam 
operasinya. 

Buku ini disajikan dalam beberapa bab dengan sistematika sebagai 
berikut. Bab 1 pendahuluan dan motivasi yang berisi masalah-masalah 
yang dapat dimodelkan dan diselesaikan dengan menggunakan aljabar 
max-plus, di antaranya adalah masalah sistem jaringan kereta api, sistem 
produksi sederhana, penjadwalan dalam jaringan proyek, dan jaringan 
antrean. Bab 2 membahas konsep-konsep dasar aljabar max-plus yang 
meliputi matriks dan struktur aljabarnya. Bab 3 membahas tentang sistem 
persamaan linear max-plus, yang meliputi sistem input output dan sistem 
iteratif. Sistem persamaan linear max-plus ini akan digunakan sebagai 
dasar pemodelan masalah dengan menggunakan aljabar max-plus. 
Selanjutnya dibahas beberapa penerapan dari sistem persamaan linear 
max-plus. Bab 4 membahas tentang nilai eigen matriks atas aljabar max- 
plus. Nilai eigen ini sangat terkait dengan permasalahan yang terkait 
dengan sifat-sifat periodik dinamika jaringan. Dibahas pula beberapa 
penerapan dari konsep nilai dan vektor eigen maxplus ini terkait sifat 
periodik sistem. Bab 5 membahas varian lain aljabar max-plus, yakni 
aljabar min-plus dan aljabar max-min beserta penerapannya. 
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Pembahasan dalam buku ini agak mengalami kesulitan kalau tidak 
dibantu aspek komputasinya dengan menggunakan komputer. Dalam tiap 
babnya akan diberikan aspek komputasinya dengan menggunakan bahasa 
MATLAB. 

Penulis mengucapkan terima kasih kepada kolega dosen di 
Universitas Sanata Dharma yang telah memberikan dukungan positif. 
Jurusan Matematika FMIPA UGM, khususnya dosen-dosen kuliah dan 
pembimbing tugas akhir selama penulis menempuh S2 dan S3. Para 
dosen dan mahasiswa dari berbagai perguruan tinggi di Indonesia yang 
telah mendiskusikan topik ini dalam berbagai kesempatan seminar dan 
perjumpaan-perjumpaan baik online maupun offline. Mahasiswa 
bimbingan skripsi saya, Regina Wahyudyah Sonata Ayu, yang telah 
bekerja keras menyelesaikan skripsi topik aljabar max-plus, yang 
hasilnya juga merupakan bagian dari buku ini. Romo Frans Susilo, SJ 
yang telah membaca dan memberi masukkan untuk menyempurnakan 
buku ini. Akhirnya semoga buku ini bermanfaat dan dapat dikembangkan 
sebagai kajian ilmu matematika dan digunakan dalam kehidupan sehari- 
hari. 


Yogyakarta, Agustus 2015 


Penulis 
(e-mail: rudhito@usd.ac.id) 
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BAB I 
PENDAHULUAN 


Dalam kehidupan sehari-hari terdapat beberapa masalah yang 
dapat dimodelkan secara matematis dengan sistem dinamika, misalnya 
sistem produksi perakitan, sistem jaringan telekomunikasi, sistem 
pemrosesan paralel pada komputer, sistem jaringan kereta, dan 
sebagainya. Dalam bab ini akan dibahas masalah-masalah dalam sistem 
jaringan kereta api, sistem produksi sederhana, penjadwalan dalam 
jaringan kerja, dan jaringan antrean yang dapat dimodelkan dengan 
menggunakan aljabar max-plus. 


1.1 Sistem Jaringan Kereta Api 
Perhatikan suatu sistem jaringan kereta sederhana yang disajikan 
dalam Gambar 1.1.1 berikut: 


Gambar 1.1.1 Jaringan Kereta Api Sederhana 


Di suatu kota terdapat dua stasiun kereta S, dan S» yang dihubungkan 
dengan suatu jaringan rel kereta seperti pada gambar di atas, dengan dua 
kereta untuk tiap stasiun. Misalkan pada waktu keberangkatan pertama 
empat kereta tersebut melakukan perjalanan sebagai berikut. Kereta 
pertama berangkat dari stasiun S,, mengantar dan menjemput penumpang 
di pinggiran kota, lalu kembali ke S,. Kereta kedua berangkat dari stasiun 
S,, mengantar dan menjemput penumpang di tengah kota, lalu menuju ke 
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stasiun S». Kereta ketiga berangkat dari stasiun S», mengantar dan 
menjemput penumpang di tengah kota, lalu menuju ke stasiun S,. Kereta 
keempat berangkat dari stasiun S», mengantar dan menjemput penumpang 
di pinggiran kota, lalu kembali ke .$». Pada waktu keberangkatan kedua 
perjalanan kereta sebagai berikut. Kereta pertama dan keempat kembali 
melakukan perjalanan seperti pada waktu perjalanan sebelumnya. Kereta 
kedua berangkat dari stasiun S5, mengantar dan menjemput penumpang di 
tengah kota, kemudian menuju ke stasiun S,. Kereta ketiga berangkat 
dari stasiun S,, mengantar dan menjemput penumpang di tengah kota, 
kemudian menuju ke stasiun S5. Pada waktu keberangkatan ketiga, 
perjalanan kereta seperti pada waktu perjalanan pertama, demikian 
seterusnya. Dengan demikian, jaringan rel kereta ini dapat dipandang 
terdiri dari satu lingkar dalam (S1 5—S»—5y) dan dua lingkar luar (S1 5S! 
dan S, 5:55). 

Kereta mencapai stasiun lain (atau yang sama) setelah suatu waktu 
tertentu, yang disebut sebagai waktu perjalanan, seperti yang ditunjukkan 
pada Gambar 1.1.1 di atas. Keberangkatan kereta di suatu stasiun harus 
menunggu kedatangan kereta yang lain sehingga penumpang mempunyai 
kesempatan berganti kereta untuk menuju tempat yang diinginkan. Waktu 
untuk menunggu kereta lain dan penumpang berganti kereta ini telah 
diperhitungkan dalam waktu perjalanan. Stasiun di pinggiran kota tidak 
dipertimbangkan karena tidak mempunyai peranan yang penting dalam 
pemodelan. 

Misalkan tidak ada jadwal keberangkatan kereta sehingga kereta 
langsung berangkat setelah penumpang berganti kereta pada suatu 
stasiun. Didefinisikan: 

x((H1) : waktu keberangkatan ke-k 4 1 pada stasiun S, 

untuk i—1,2. 

Jika proses keberangkatan dan kedatangan suatu kereta 
berkesinambungan, maka 


didapat: 
silk 4 1) 5 max (2 txilk), 5 & x44)), 
(1.1) 
xAk4# 1) —max (3 4x1), 3 # xo(k) ), 
untuk k— 0,1, 2,.... 
2 
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Jika operasi max dinotasikan dengan @, operasi penjumlahan dinotasikan 
dengan 8, maka persamaan (1.1.1) dapat dituliskan sebagai berikut: 


xikt1) (xik)O2) & (x1k) 95), 
(1.1.2) 


xk #1) - (rilh) BI) O (rok) B3). 


Jika persamaan (1.1.2) di atas dituliskan dalam persamaan matriks, 
dengan cara yang serupa pada aljabar matriks biasa, di mana operasi 
penjumlahan diganti operasi maksimum dan operasi perkalian diganti 
dengan operasi penjumlahan, maka diperoleh persamaan matriks berikut: 


2 35 
- : 2 - aja (4.13) 
xo(ktD1 (3 3| lo) 
Persamaan (1.1.3) di atas secara ringkas dapat juga dituliskan sebagai 


xkE) 540 xlh) (1.1.4) 


dengan x(k) — (xi), x(91 "edan A4 — . | 5 


Dalam praktiknya jaringan rel kereta beroperasi berdasarkan 
jadwal keberangkatan. Jadwal keberangkatan terdiri dari waktu 
keberangkatan kereta dari semua stasiun. Hal ini berarti bahwa sebuah 
kereta tidak dapat meninggalkan stasiun sebelum waktu jadwal 
keberangkatannya, meskipun kereta telah siap berangkat. Didefinisikan: 


dik #1) : jadwal keberangkatan ke-(k # 1) pada stasiun S, untuk i 
51,2. 


Kemudian didapat x(k # 1) untuk i— 1, 2 sebagai berikut: 
xilk #1) 5 max (xilk) #2, xo(k) #5, dilk # 1), 
(2.1.5) 


xok 4 1) 5 max (xilk) #3, xo(k) #3, dk # 1), 
untuk k— 0, 1, 2, .... 
Jika operasi max dinotasikan dengan @, operasi penjumlahan dinotasikan 


dengan &, maka, persamaan (1.1.5) atas dapat dituliskan sebagai berikut: 
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xikt1) (xilkh B2) & (xik)O 5) Odilk #1), 
(1.1.6) 
xk #1)“ (xi(k) 93) 9 (xo(k)O3) Odikt1), 
untuk k— 0, 1, 2, ... . Jika persamaan (1.1.6) dituliskan dalam persamaan 
matriks akan diperoleh persamaan matriks 
2 5 d(k-41) 
xk#t1)— Dxk) 9 (4.1.7) 
3 3 d,(k-41) 


untuk k— 0, 1, 2, ... , dengan x(4) — (xi O), x2(91 - 
Persamaan matriks (1.1.7) di atas dapat juga dituliskan dalam persamaan 
berikut: 


MEN ABK) Oak) (1.1.8) 


23 
untuk k-— 0, 1, 2, ... , dengan x(k) — pri(k), 291 "A4 — F | 


dan d(k #1) - Idik# 1), dik # D1”. 


Pada bab-bab selanjutnya akan dibahas bagaimana cara 
menentukan keberangkatan awal kereta sehingga waktu keberangkatan 
selanjutnya akan menjadi periodik untuk periode waktu tertentu. 


1.2 Sistem Produksi Sederhana 
Suatu sistem produksi sederhana menurut Schutter (1996) dapat 
disajikan dalam Gambar 1.2.1 berikut: 


Gambar 1.2.1 Sistem Produksi Sederhana 
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Sistem ini terdiri dari tiga unit pemrosesan P,, P,, dan P3. Bahan baku 
dimasukkan ke Pj, dan P», diproses dan dikirimkan ke P3. Waktu 
pemrosesan untuk Pj, P», dan P3 berturut-turut adalah d, — 5, d, — 6, dan 
d: 5 3 satuan waktu. Diasumsikan bahwa bahan baku memerlukan t, - 2 
satuan waktu untuk dapat masuk dari input ke P, dan memerlukan # — 1 
satuan waktu dari produk yang telah diselesaikan di P, untuk sampai di 
P:, sedangkan waktu transportasi yang lain diabaikan. Pada input sistem 
dan antara unit pemrosesan terdapat penyangga (buffer), yang berturut- 
turut disebut buffer input dan buffer internal, dengan kapasitas yang 
cukup besar untuk menjamin tidak ada penyangga yang meluap 
(overflow). Suatu unit pemrosesan hanya dapat mulai bekerja untuk suatu 
produk baru jika ia telah menyelesaikan pemrosesan produk sebelumnya. 
Diasumsikan bahwa setiap unit pemrosesan mulai bekerja segera setelah 
bahan tersedia. Didefinisikan: 


1) “u(k4# 1) : waktu saat bahan baku dimasukkan ke sistem untuk 
pemrosesan ke-(k #1), 

11) xkc) : waktu saat unit pemrosesan ke-i mulai bekerja untuk 
pemrosesan ke-k, 

iii) y(k) : waktu saat produk ke-k yang diselesaikan meninggalkan 
sistem. 


Waktu saat P, mulai bekerja untuk pemrosesan ke-(4#1) dapat ditentukan 
sebagai berikut. Jika bahan mentah dimasukkan ke sistem untuk 
pemrosesan ke-(k # 1), maka bahan mentah ini tersedia pada input unit 
pemrosesan Pj, pada waktu f —u(k #1) - 2. Akan tetapi P, hanya dapat 
mulai bekerja pada sejumlah bahan baku baru segera setelah 
menyelesaikan pemrosesan sebelumnya, yaitu sejumlah bahan baku 
untuk pemrosesan ke-k. Karena waktu pemrosesan pada Pj adalah d, — 5 
satuan waktu, maka produk setengah-jadi ke-k akan meninggalkan P, 
pada saat t— x,(k) 5. Hal ini dapat dituliskan dengan: 


xi(k 4 1) — max (Uk #1) 42, xi(k) #5) untuk k 1, 2, 3, .... 


Dengan alasan yang sama untuk P,, P3 dan waktu saat produk ke-k yang 
diselesaikan meninggalkan sistem, diperoleh: 
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x5(KH1) 5 max (u(k#1) # 0, xo(k) # 6) 
x3(kH1) 5 max (x1(4H1) #5 #1, x2(kH1) #6 HO, x3(k) H3) 

5 max(max (u(kH1) #2, xi(k) #5) #6, maxtu(H1) 4 0, xol(k) 
#6) 46, x3(k) #3) 
max (U(k#1)4#2 #6, x1(A1) #5 #6, u41) #04 6, x5(k) 
#64 6,x3(k) #3) 

— max (xi(k) #11, xo(k) #12, x3(k) #3, u(tH1) 8) 

y&) 5x34) #3-40 untuk k —1, 2, 3, .... 


Jika operasi max dinotasikan dengan @, operasi penjumlahan 
dinotasikan dengan 8, maka persamaan-persamaan dalam model sistem 
produksi sederhana di atas dapat dituliskan dalam persamaan-persamaan 
berikut: 

x(kH) 55 Dxilk) 92 Bulk#1) 

X4) 56 D xalk) DullHl) 

x34H1) 511 Bxilk) D12 D xo(k) 03 Dxilk) 08 Dulk#1) 
YK) 53 Bx3lk) . 


Dalam hal urutan pengoperasian (jika tanda kurung tidak dituliskan), 
operasi & mempunyai prioritas yang lebih tinggi dari pada operasi &. 
Jika dituliskan dalam persamaan matriks dapat diperoleh persamaan 
matriks berikut: 


5 —00 —c0 2 
xkt1)-I—-6 6 -—»|8xk)OlOlBukl) 
IT 2 3 8 
(1.2.1) 
»W- ke -e 3jexw 
untuk k— 1, 2, 3, ..., dengan x(k) — (xi(k), x2(R), x3 (01 ". 
Hasil di atas dapat juga dituliskan dengan 
x(H) —5A Bxik) OB DulkH) 
(1.2.2) 


yo -C 8 xk) 
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untuk k — 1, 2, 3, ... , dengan x(K) — ju), 0), x3(K)1 ", keadaan awal 


5 —c0o0 —c0 2 
xX(0) — Xo , A-sl-o 6 —eol|, B-10 dan C- (-6o — 00 31. 
11 12 3 8 


Dalam Schutter (1996), sistem (1.2.2) di atas disebut Sistem Kejadian 
Diskrit (SKD) linear max-plus waktu-invariant, atau secara singkat 
disebut sistem linear max-plus waktu-invariant (SLMI). 

Pada bab-bab berikutnya akan dibahas input-output dan sifat 
periodik sistem produksi sederhana di atas. 


1.3 Penjadwalan Jaringan Proyek 


Dalam Riset Operasi kita sudah mengenal masalah penjadwalan 
proyek, dengan beberapa metode penyelesaiannya, di antaranya adalah 
metode Critical Path Method (CPM). Masalah penjadwalan yang biasa 
dibahas meliputi penentuan saat mulai paling awal setiap titik pada 
jaringan, waktu minimal penyelesaian proyek, saat penyelesaian paling 
lambat setiap titik pada jaringan, waktu mengambang setiap titik pada 
jaringan, dan penentuan lintasan kritis. 

Suatu proyek mendefinisikan satu kombinasi kegiatan-kegiatan 
yang saling berkaitan yang harus dilakukan dalam urutan tertentu 
sebelum keseluruhan tugas dapat diselesaikan. Kegiatan-kegiatan ini 
saling berkaitan dalam satu urutan kegiatan yang logis dalam arti bahwa 
beberapa kegiatan tidak dapat dimulai sampai kegiatan-kegiatan lainnya 
diselesaikan (Taha, 1996). Pemodelan dinamika jaringan proyek dan 
analisis lintasan kritis diawali dengan menentukan saat mulai paling 
awal (earliest start time) untuk setiap aktivitas yang berasal dari titik i. 
Dengan mengadopsi teknik perhitungan maju (forward) seperti pada 
PERT-CPM dapat dilakukan suatu pemodelan jaringan proyek dengan 
menggunakan operasi max dan plus. 


Misalkan x' — saat mulai paling awal yang berasal dari titik i. 


Perhatikan jaringan proyek seperti yang diberikan pada Gambar 1.3.1 
(Taha, H.A, 1996, pp. 81), dengan bobot busur berarah antara dua titik j 
dan i yaitu A,, menyatakan waktu aktivitas dalam jaringan. 
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Gambar 1.3.1 Jaringan Proyek 


Diasumsikan bahwa aktivitas jaringan dimulai pada titik 1 pada saat 


waktu sama dengan nol, yaitu xy- 0. Selanjutnya dengan teknik 


perhitungan maju PERT-CPM diperoleh x, -2 & xy 


ee. e 
Ig IP Ag 


e 


e 
Xx, 5max(24 x,,3 


xs —max(2 t x,,0 


xe 5max(3 t x,,7 


x5) 
Xi 


xs) 


x, max (2 t Xx, 5 


ea ea) 


Jika pada persamaan-persamaan di atas operasi max dinotasikan 


dengan @, operasi penjumlahan dinotasikan dengan &, diperoleh 


ee. e 
Xx, 52 8x, 


x538x, 


K2 0x0 3 Ox 
xs 28x: 009x,) 
x5 53 8x, 079x2) 


K2 DX 05 Ox 06x 
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Jika dituliskan dalam persamaan matriks dapat diperoleh persamaan 
matriks berikut x“- 48x Ob" 


di mana X TX, X5, xi, bh — (O, —0, ... , —0|" dan 
koe) CO koe) CO koe) CO koe) 
2 co co co co co co 
3 co co co co co co 


—00o —00 0 —00 —00 —c0 
— 00 — 0 — 00 3 7 — HPO 
—O —c00 —c0 2 6 — 0 


1.4 Jaringan Antrean 
Perhatikan suatu jaringan antrean seri tertutup (closed tandem) 
dengan n pelayan-tunggal (Krivulin, 1995). Adapun asumsi-asumsi dasar 
dalam jaringan ini adalah sebagai berikut: 
1. Kapasitas penyangga antrean tak-hingga. 
2. Antrean bekerja dengan prinsip First-In First-Out (FIFO). 
3. Perpindahan pelanggan dari suatu antrean ke antrean berikutnya tidak 
memerlukan waktu. 
4. Pelanggan harus melewati antrean dari awal sampai akhir secara 
berturutan untuk menerima layanan setiap pelayan. 


Satu siklus layanan jaringan adalah proses dari masuknya 
pelanggan ke penyangga pelayan ke-1 hingga meninggalkan pelayan ke- 
n. Setelah penyelesaian layanan pada pelayan ke-n, pelanggan kembali ke 
antrean pertama untuk suatu siklus baru layanan jaringan. Pada saat awal 
pengamatan, semua pelayan tidak memberi layanan, di mana penyangga 
pada pelayan ke-i memuat sebanyak 1 pelanggan untuk setiap i— 1, 2, ..., 
n. Gambar 6.1.1 berikut (Krivulin, 1996) memberikan keadaan awal 
jaringan antrean seri tertutup yang dimaksud, dengan pelanggan yang 


99 83? 


dinyatakan dengan ”e”. 
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Maan: 


Gambar 1.4.1 Jaringan Antrean Seri Tertutup 


Jaringan antrean seri tertutup seperti di atas dapat dijumpai dalam 
sistem pabrik perakitan, seperti perakitan mobil maupun barang-barang 
elektronik. Pelanggan dalam sistem ini adalah palet, sedangkan 
pelayanan adalah mesin perakit. Palet yang dimaksud adalah semacam 
meja atau tempat untuk komponen-komponen atau barang setengah jadi 
yang bergerak mengunjungi mesin-mesin perakit. Mula-mula sebuah 
palet ke-1 masuk ke penyangga mesin ke-1, kemudian masuk mesin ke-1 
dan palet ke-2 masuk ke penyangga mesin ke-1. Di mesin ke-1 ini 
komponen-komponen diletakkan dan dipersiapkan untuk dirakit di mesin 
berikutnya. Selanjutnya palet ke-1 masuk ke penyangga mesin ke-2 dan 
palet ke-2 masuk ke mesin ke-1. Demikian seterusnya untuk n palet yang 
tersedia, sehingga tercapai keadaan seperti pada Gambar 1.4.1 di atas, di 
mana tercapai keadaan awal pengamatan. Setelah perakitan selesai 
dikerjakan di mesin ke-n,barang hasil rakitan akan meninggalkan 
jaringan, sementara palet yang membawa akan menuju kembali ke 
penyangga mesin ke-l, untuk memulai suatu siklus baru layanan 
jaringan, demikian seterusnya. 

Misalkan ask) - saat kedatangan pelanggan ke-k 

pada pelayan ke-i, 
dk) — saat keberangkatan pelanggan ke-k dari 
pelayan ke-i, 
t: 5 waktu layanan pada pelayan ke-i. 
untuk k— 1, 2,... dani — 1, 2, ..., n. Selanjutnya dinamika antrean pada 
pelayan ke-i , seperti yang telah dibahas dalam Krivulin (1995), dapat 
dinyatakan dengan 


dAR) — max(t# alR), tt dik) (1.4.1) 
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at) - (6 (k—1) jikai-—1l 142 


d,,(k-—1) jikai—2,...,n 
Jika operasi max dinotasikan dengan @, operasi penjumlahan dinotasikan 


dengan 8, maka persamaan (1.4.1) dapat dituliskan sebagai berikut 

Misalkan dk) — (dik), dak), Ai), ak) — Talk), ai), ... 
£ — 0 

ark)| dan” T- "3 . Persamaan (1.4.3) dan (1.4.2) di atas 


— 00 t 


dapat dituliskan menjadi 


AK) -TO ak) OTO Ak-1). (1.4.4) 
ak) - G8 da1), (1.4.5) 
Les er ta M 
0. —00 —00 


dengan matriks G — 


— 00 0 — 00 
Dengan mensubstitusikan persamaan (1.4.5) ke persamaan (1.4.4) dapat 
diperoleh persamaan dik) - TB GBAk—1@TBdk-1)-TS(GO 
EB dik —1) atau dik) 5A D d(k —1) 


(1.4.6 
r et 
, £ € e 
dengan A4-TW(G@E)-|e -. .. : |. Persamaan (1.4.6) 
ai ai € 
€ € t t 


di atas merupakan model dinamika jaringan antrean tersebut. Pada bab 
berikutnya akan dibahas penentuan saat keberangkatan awal tercepat 
pelanggan agar antar-saat keberangkatan pelanggan pada setiap 
pelayanan dapat berlangsung secara periodik dengan besar periode 
tertentu. 
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Pemodelan masalah-masalah di atas dengan pendekatan 
menggunakan operasi max dan plus ini dapat memberikan suatu cara 
yang lebih padu dan menyatu serta persamaan yang dihasilkan analog 
dengan hasil-hasil pada teori sistem yang konvensional (Krivulin, 2000). 
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BAB 2 
ALJABAR MAX-PLUS DAN MATRIKS 


Dalam bab ini dibahas beberapa konsep dasar yang akan digunakan 
untuk membahas bab-bab berikutnya. Pembahasan meliputi aspek 
struktur aljabar secara umum, sifat-sifat struktur aljabar tersebut, contoh- 
contoh, dan komputasinya. Secara lebih khusus akan dibahas aljabar 
max-plus, matriks atas aljabar max-plus, semi modul atas aljabar max- 
plus, dan kaitan antara matriks atas aljabar max-plus dan teori graf. Hal 
ini disebabkan banyak konsep-konsep aljabar max-plus yang karena asal- 
usul dan penerapannya terkait dengan masalah jaringan dalam teori graf. 


2.1 Aljabar Max-Plus 

Dalam bab sebelumnya telah diberikan beberapa contoh 
pemodelan dengan semesta pembicaraan himpunan semua bilangan real 
R, dengan menggunakan operasi maksimum yang disingkat dengan max, 
yang dinotasikan dengan @, dan operasi penjumlahan (atau plus) yang 
dinotasikan dengan 8. Dalam subbab ini dibahas aljabar max-plus dan 
sifat-sifatnya. Pembahasan diawali dengan meninjau suatu struktur 
aljabar yang lebih umum. 


Definisi 2.1.1 
Suatu semiring (S, t, xX) adalah suatu himpunan tak kosong S yang 
dilengkapi dengan dua operasi biner dan X, yang memenuhi aksioma 
berikut: 
)  (S, #) adalah semigrup komutatif dengan elemen netral 0, yaitu Va, 
bceESs: 
(atb)-4-c—atbt9), 
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ii) (S, X) adalah semigrup dengan elemen satuan I, yaitu Va, b, ceS : 
(axb) xc 5 ax (bxc), 
axl — Ixa 5 a, 
iii) elemen netral 0 merupakan elemen penyerap terhadap operasi Xx, 
yaitu Vae S : 
ax0— Ixa — 0. 
iv) Operasi X distributif terhadap 4 , yaitu Va, b, ce S: 
(atb)xc — (axe)- (bxc), 
ax (btc) — (axrb)-#(axc). 


Contoh 2.1.2 
Diberikan R,: - R Ufe! dengan R adalah himpunan semua bilangan real 
dan £: ———, Pada R, didefinisikan operasi berikut: 
Va, beR,,a@b: —maxla,b) danaWb:—atb. 
Misalkan 2 @ 1: —max(2, 1) —2:—-304:— —344-1. 
(R,, 9, 9) merupakan semiring dengan elemen netral £ — —eo dan elemen 
satuan e— 0, karena untuk setiap a, b, ce R, berlaku: 
) a@b-maxla, b)—- maxlb, a) -b Da, 
(a Ob) @ c— max(maxta, b), c) —- maxta, b,c) 
— maxfa, maxlb, c) -a@ (b Do), 
a De maxlfa, —00) —a. 
i) (aWb)Bc (atb)-c— atbto)- aBbB, 
ae atI—a- Ita-eBa, 
ii) aWe-— at(-0)—--—0-(—)ta- eBa. 
iv) (a@b)B c— maxla, b) #c-maxlate,bta)- (adco)O(bBo), 
a98 (bDeo)—atmaxh, c) —maxlatb,ato)-(aBb)OlaBo). 


Definisi 2.1.3 
Suatu semiring (S, t, X) dikatakan komutatif jika operasi xX bersifat 
komutatif, yaitu Va, be S: axb — bxa. 


Definisi 2.1.4 

Suatu semiring (S, #, xX) dikatakan idempoten jika operasi # bersifat 
idempoten, yaitu YaeS: ata — a. 
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